Exo7 


Calculs d’integrales 


Fiche d’Arnaud Bodin, soigneusement relue par Chafiq Benhida 


1 Utilisation de la definition 


Exercice 1 

Soit / la foncdon definie sur [0,4] par 


r -l 

si x = 0 

1 

si 0 < x < 

3 

si x = 1 

-2 

si 1 < x ^ 

4 

si 2 < x ^ 


1. Calculer j ( f f(t) dt. 

2. Soit x G [0,4], calculer F(x) = Jff(t)dt. 

3. Montrer que F est une fonction continue sur [0,4]. La fonction F est-elle derivable sur [0,4] ? 

Correction T Video ■ [002081] 


Exercice 2 

Soient les fonctions definies sur M, 


f{x) = x , g(x) = x * 1 2 et h(x) = e x , 

Justifier qu’elles sont integrables sur tout intervalle ferme borne de M. En utilisant les sommes de Riemann, 
calculer les integrates f ( j f(x)dx, jf g(x')dx et / 0 ' h(t)dt. 

Indication T Correction T Video ■ [002082] 


Exercice 3 

Soit / : [a,b\ —> M une fonction continue sur [a, b] (a < b). 

1. On suppose que f(x) ^ 0 pour tout x G [a,b], et que f(x o) > 0 en un point xq G [a,b\. Montrer que 
fa f( x )dx > 0. En deduire que : «si / est une fonction continue positive sur \a,b\ telle que jf f(x)dx = 0 
alors / est identiquement nulle». 

2. On suppose que jjf f{x)dx = 0. Montrer qu'il existe c G [a,b\ tel que /(c) = 0. 

3. Application : on suppose que / est une fonction continue sur [0,1] telle que /, f(x)dx = Montrer 
qu’il existe d G [0,1] tel que f(d) = d. 

Indication T Correction T Video ■ [002085] 


Exercice 4 

Soit / : M —y M une fonction continue sur M et Fix) = jf f(t)dt. Repondre par vrai ou faux aux affirmations 
suivantes : 


1. F est continue sur M. 

2. F est derivable sur M de derivee /. 
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3. Si / est croissante sur M alors F est croissante sur M. 

4. Si / est positive sur M alors F est positive sur M. 

5. Si / est positive sur M alors F est croissante sur M. 

6. Si / est T -periodique sur M alors F est T -periodique sur M. 

7. Si / est paire alors F est impaire. 

Correction T Video ■ [002091] 


2 Calculs de primitives 

Exercice 5 

Calculer les primitives suivantes par integration par parties. 

1. Jx 2 ln xdx 

2. fxarctanxdx 

3. flnxdx puis f(lnx -) 2 dx 

4. f cosxexp xdx 

Indication ▼ Correction ▼ Video ■ [006864] 


Exercice 6_ 

Calculer les primitives suivantes par changement de variable. 

1. /(cosx) I234 sinxr/x 

2 - fxh dx 

3 - f 3+J P (-x) dx 

4. / -j==?dx 

' V 4x—x 2 

Indication ▼ Correction T Video ■ [006865] 


Exercice 7 

Calculer les primitives suivantes, en precisant si necessaire les intervalles de validite des calculs : 


1. 

2 . 

3. 

4. 

5. 


/: 

I 


AT —(—2 

! -3jc-4 


dx 


x-l 

X-+X+1 

8, 


dx 

f sin s xcos 3 xdx 

f -J— dx 
J sinx 

r _ 3—sin.v _ j 

J 2cosx+3tan.v c 


Indication T Correction T Video ■ 


[006866] 


3 Calculs d’integrales 


Exercice 8 

Calculer les integrates suivantes : 

71 


1. 

2 . 

3. 


/o 5 

/o 

Jo 1 


jcsin xdx 
dx 


s/e x +\ 

1 

(l+r2) : 


dx 


(integration par parties) 

(a l’aide d’un changement de variable simple) 
(changement de variable x = tan t) 
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4. Jq 3 ^ 2 dx (decomposition en elements simples) 

5. fi (l + arctanvr/A (changement de variable u = j) 

Indication ▼ Correction T Video ■ [006867] 


Exercice 9 

Calculer les integrates suivantes : 

, [? sin a 

dx et / -:— 

Jo 1 + sini 


1 


1 + sinA 


Indication ▼ Correction ▼ Video ■ 


[002095] 


Exercice 10 Integrates de Wallis 


Soit /„ = / (sinA)” dx pour n e N. 

Jo 

1. Montrer que /„ + 2 = yrybi- Expliciter/„. En deduire J * 1 , (I —x 2 )"dx. 

2. Montrer que (I n ) n est positive decroissante. Montrer que /„ ~ I n+ \ 

3. Simplifier /„ • I n+l . Montrer que /„ ~ En deduire ~ 2l /f ■ 


Indication ▼ 


Correction T 


Video 


[002096] 


Exercice 11 


ni 


Soit I n = 


-dx. 


0 1 +A 

1. En majorant la fonction integree, montrer que lim,= 0. 

2. Calculer/„ +I n+ \. 


3. Determiner lim 

n —>+°° 


Indication ▼ 


Correction T 



[002097] 


4 Applications : calculs d’aires, calculs de limites 


Exercice 12 


Calculer l’aire de la region delimitee par les courbes d’equation y 

Indication ▼ Correction ▼ Video ■ 



1 

1+A 2 ' 


[002099] 


Exercice 13 

Calculer l’aire interieure d’une ellipse d’equation : 

^+z! = i 

cf-b 2 

Indications. On pouna calculer seulement la partie de 1’ellipse corrcspondant a a ^ 0. >’ ^ 0. Puis exprimer y 
en fonction de a. Enfin calculer une integrate. 

Indication ▼ Correction T Video ■ [006863] 


Exercice 14 

Calculer la limite des suites suivantes : 
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n— 1 


1. u n =nY_ 


k=0 


k 2 +n 2 


n / b2\ n 

2 - v„=n(i+^ 

Indication ▼ Correction T 


Video 


[002100] 
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Indication pour l’exercice 2 ▲ 

Les fonctions continues ne seraient-elles pas integrables ? 


II faut se souvenir de ce que vaut la somine des n premiers entiers, la sonime des carres des n premiers entiers 
et la somine d’une suite geometrique. La formule generale pour les sommes de Riemann est que f(x)dx est 
la limite (quand n —y +°°) de 


b — a 'l -^ 1 

s n = - 1 / 

k—0 


n 


a + k 


b — a 


Indication pour l’exercice 3 ▲ 

1. Revenir a la definition de la continuite en xq en prenant e = ^ ^ par exemple. 

2. Soit / est tout le temps de meme signe (et alors utiliser la premiere question), soit ce n’est pas le cas (et 
alors utiliser un theoreme classique...). 

3. On remarquera que f ( j f{x)dx—\ = f 0 * l (f(x) — x)dx. 


Indication pour l’exercice 5 ▲ 

1. Pour f x 2 In xdx poser v' = x 2 , u = In.r. 

2. Pour f xarctan xdx poser v' = x et u = arctanjc. 

3. Pour les deux il faut faire une integration par parties avec v' = I. 

4. Pour / cosxexpxf/x il faut faire deux integrations par parties. 


Indication pour l’exercice 6 ▲ 

1 . f cos 1234 xsin.rr/^ = — 7235 cos 1235 jc + c (changement de variable u = cosx) 

2 . / dx = In |lnx| + c (changement de variable u = In*) 

3. f 3 +ex p. —-dx = | In (3 exp* + 1) + c (changement de variable u = exp*) 

4. f ^ dx = arcsin (\x — l) +c (changement de variable u = \x— 1) 


Indication pour l’exercice 7 ▲ 

1. / t 2* 4 ~ 2 _ 4 dx = — j In \x + 11 + | In \x — 4| + c (decomposition en elements simples) 

2 . f /~X\ dx = \\- n \ x2 +x+ 1| - V3arctan ^ (*+ 2 )) + c 

3. f sin 8 *cos 3 *<i* = ^sin 9 * — 3j-sin 11 * + c 

4. f dx = \ In 1| + c = In |tan | | + c (changement de variable u = cos* ou u = tan |) 

5. / 2 cos~t+ 3 tanv = — gin[2 — sin*| + gin11 + 2sin*| +c (changement de variable u = sin*) 


Indication pour l’exercice 8 A 


K 

1 . f 0 2 x sin xdx = 1 (integration par parties v' = sin*, u = x) 

2. f Q l dx = 2\Ze+ 1 — 2\fl (a l’aide du changement de variable u = e T ) 


3- Jq -—^ 7-2 dx = | + \ (changement de variable * = tant, dx = (1 + tan 2 /)d/ et 1 +tan 2 / = ^ 27 ) 

(1+X ) 


4 f'MLz/v- 

(.v+l ) 2 


dx = 3In 2 — 1 (decomposition en elements simples de la forme 
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5. fi (l + ^) arctan xdx = ^ (changement de variables u = [ ct arctanx + arctan [ = =t|) 


Indication pour l’exercice 9 ▲ 

K 

f 0 2 1+ l sinx dx = 1 (changement de variables t = tan |). 
/ 0 2 i+sin.t ^ = f — 1 (utiliser la precedente). 


Indication pour l’exercice 10 ▲ 

1. Faire une integration par parties afin d’exprimer I n+ 2 en fonction de I n . Pour le calcul explicite on 
distinguera le cas des n pairs et impairs. 

2. Rappel : u n ~ v„ est equivalent a ^ —> 1. Utiliser la decroissance de I n pour encadrer Ij f i . 


Indication pour l’exercice 11 ▲ 

1 . Majorcr par x". 

2 . 

3. On pourra calculer (7 0 +h) ~{I\ +h) + {h + h) - 


Indication pour l’exercice 12 ▲ 

Un dessin ne fait pas de mal! II faut ensuite resoudre l’equation y = yjj puis calculer deux integrales. 


Indication pour l’exercice 13 ▲ 

ra I ^2" 

II faut se ramener au calcul de / b\ 1 - ^dx. 

Jo V a- 


Indication pour l’exercice 14 ▲ 

On pourra essayer de reconnaitre des sommes de Riemann, puis calculer des integrales. Pour le produit com¬ 
poser par la fonction In, afin de transformer le produit en une somme. 
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Correction de l’exercice 1 ▲ 


1. On trouve Jq f(t) dt = +7. II faut tout d’abord tracer le graphe de cette fonction. Ensuite la valeur d’une 
integrate ne depend pas de la valeur de la fonction en un point, c’est-a-dire ici les valeurs en r = 0 . x = 1 , 
x = 2 n’ont aucune influence sur l’integrale. Ensuite on revient a la definition de Jq f(t)dt : pour la 
subdivision de [0,4] definie par {x$ = 0,xi = 1 ,X 2 = 2 ,X 3 = 3 ,X 4 = 4}, on trouve la valeur de l’integrale 
(ici le sup et l’inf sont atteints et egaux pour cette subdivision et toute subdivision plus fine). Une autre 
fagon de faire est considerer que / est une fonction en escalier (en «oubliant» les accidents en x = 0 , 
x = 1 , x = 2) dont on sait calculer l’integrale. 

2. C’est la meme chose pour fj f{t) dt, mais au lieu d’aller jusqu’a 4 on s’arrete a x, on trouve 


F(x) 


x si 0 ^ x ^ 1 

< 3 — 2x si 1 < x ^ 2 

4x — 9 si 2 < x ^ 4. 


3. Les seuls points a discuter pour la continuite sont les points x = 1 et x = 2, mais les limites a droite et 
a gauche de F sont egales en ces points done F est continue. Par contre F n’est pas derivable en x = 1 
(les derivees a droite et a gauche sont distinctes), F n’est pas non plus derivable en x = 2. 


Correction de l’exercice 2 ▲ 


Les fonctions sont continues done integrables ! 

1. En utilisant les sornmes de Riemann, on sait que f 0 l f(x)dx est la limite (quand n —> + 00 ) de ( ] /(-). 

Notons S n = ^L"Zo/(«)- Alors S " = 7 ILo 7 = A L"lo k = 0n a utilise que la sonime des 

entiers de 0 a n — I vaut " h J —. Done S n tend vers '. Done f 0 l f(x)dx = 

2 . Meme travail: jf g(x)dxe st lalimite de S' n = % L£“og(l +£%) = 7 LSmjC 1 + % = 7 1 k=o( 1+2 7 + 


\). En separant la sonime en trois nous obtenons : S' n = ^ (n + 2 k + \ Y!k=o ^ 2 ) = 1 + J 


2 n(n— 1) 


+ 


1 (n—l)n(2n—1' 


. Done a la limite on trouve S' n — >1 + 14-3 = 5. Done Jf g(x)dx = 7/3. Remarque : on a 
utilise que la somme des carres des entiers de 0 a n — 1 est (”~ 1 * W 2 ' 1 ~D _ 

3. Meme chose pour fjh(t)dl qui est la limite de S " = g(^f) = f r HlZ= f,L'kZo( e ") k - Cette 

derniere somme est la somme d’une suite geometrique (si x F 0), done S'l = - = - 1 C = 

n \—en n l—en 

X 

(1 — e x ) fiui t en d vers e x — I. Pour obtenir cette derniere limite on remarque qu’en posant u = j on 
a = — 1 /^Zr quitend vers — 1 lorsque u —> 0 (ce qui est equivalent an-> +°°). 


Correction de l’exercice 3 A 

1. Ecrivons la continuite de / en xo avec £ = > 0 : il existe 8 > 0 tel que pour tout x e [xo — 5 , xq + 5] 

on ait |/(x) — f(x o)| ^ £. Avec notre choix de £ cela donne pour x G [xo — 5,xo + 8] que /(x) ^ 

Pour evaluer f (x) dx nous la coupons en trois morceaux par linearite de l’integrale : 

rb rxo-S rxo+S rb 

/ f{x)dx= / f(x)dx+ / f{x)dx+ / f(x)dx. 

Ja Ja Jxq—8 Jxq-\-8 

Comme / est positive alors par positivite de l’integrale JJ°~ 5 f(x)dx 7> 0 et jjj Q+s f(x)dx F 0. Pour le 
terme du milieu on a f(x) ZFiI done f f{x)dx f> f x< ’ 1 f Zffildx = 28 (p Qur i a derniere equa¬ 
tion on calcule juste l’integrale d’une fonction constante !). Le bilan de tout cela est que J% f(x)dx ^ 
25%1 > 0 . 

Done pour une fonction continue et positive /, si elle est strictement positive en un point alors f a f(x) dx > 
0. Par contraposition pour une fonction continue et positive si / ( f f(x)dx = 0 alors / est identiquement 
nulle. 
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2. Soit / est tout le temps positive, soit elle tout le temps negative, soit elle change (au moins un fois) 
de signe. Dans le premier cas / est identiquement nulle par la premiere question, dans le second cas 
c’est pared (en appliquant la premiere question a —/). Pour le troisieme cas le theoreme des valeurs 
intermediaires affirme qu’il existe c tel que /(c) = 0 . 

3. Posons g(x) = f{x) —x. Alors f 0 l g(x)dx = f 0 (f(x) —x)dx = f 0 l f{x)dx — \ = 0. Done par la question 
precedente, g etant continue, il existe d € [ 0 , 1 ] tel que g{d) = 0 , ce qui est equivalent a f{d) = d. 


Correction de l’exercice 4 ▲ 

1. Vrai. 

2. Vrai. 

3. Faux! Attention aux valeurs negatives par exemple pour f{x) = x alors F est decroissante sur ] — °o,0] 
et croissante sur [0, +°°[. 

4. Faux. Attention aux valeurs negatives par exemple pour f(x) = x 2 alors F est negative sur ] — oo.Qj et 
positive sur [0,+°°[. 

5. Vrai. 

6 . Faux. Fade le calcul avec la fonction f{x) = 1 + sin(jc) par exemple. 

7. Vrai. 


Correction de l’exercice 5 ▲ 

1 . fx 2 Inxdx 

Considerons Fintegration par parties avec a = In.r et v' = x 2 . On a done u' = | et r = Done 


j In xxx 2 dx= I uv' = [nv] — J u'\ 


lnx x — 
3 

x 3 ' 

lnx x — 
3 




2 . /xarctanxdx 


Considerons Fintegration par parties avec u = arctanx et v' = x. On a done u' = et v = Done 

:xdx = J uv' = [uv] — J uv 


arctanx x. 


arctanx x — 
2 


arctanx x — 
2 


1 x j 

Y+7- K x dx 


i 


1 - 


1 


1+X^ 


dx 


x~ 11 

= — arctanx — -x + - arctanx + c 
2 2 2 

1 , ,, 1 

= -(1 +x‘)ai-ctanx— 2 X ~^ C 
















3. Jlnxdxpuis /(lnx) 2 dx 

Pour la primitive flnxdx, regardons 1’integration pai' parties avec u = lnx et v' = I. Done u! = - et 
v = x. 


j In xdx= j uv' = [wv] — J u'v 
= [lnx x x] — J - x xdx 
= [lnx x x] — J 1 dx 


= xln x — x + c 


Par la primitive /(lnx) 2 dx soit Pintegration par parties definie par u = (lnx) 2 et v' = I. Done u' = 2 -lnx 
et v = x. 


J (lnx) 2 c/x = J uv' = [uv] — J u'v 

= [x(lnx) 2 ] — 2 j In xdx 
= x(lnx) 2 — 2(xlnx —x) +c 


Pour obtenir la derniere ligne on a utilise la primitive calculee precedemment. 

4. Notons I = /cosxexpxdx. 

Regardons l’integration par parties avec u = expx et v' = cosx. Alors u' — expx et v = sinx. 
Done 


I = J cosxexp xdx= [sinxexpx] — J sinxexpxdx 
Si l’on note J = J sinxexpxdx, alors on a obtenu 

/= [sinxexpx] — J (1) 

Pour calculer J on refait une deuxieme integration par parties avec u = expx et v' = sinx. Ce qui donne 
7= j "sinxexpxdx = [ —cosxexpx] — J — cosx expx dx = [ —cosxexpx] +/ 

Nous avons ainsi une deuxieme equation : 

J= [ — cosxexpx] +/ (2) 

Repartons de l’equation (1) dans laquelle on remplace J par la formule obtenue dans l’equation (2). 


I = [sinxexpx] —J = [sinxexpx] — [ — cosxexpx] — I 


D’oii 


21 = [sinxexpx] + [cosxexpx] 
Ce qui nous permet de calculer notre integrale : 


I = - (sinx + cosx) expx + c. 


Correction de l’exercice 6 ▲ 
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1 . /(cos *) 1234 sinxd* 

En posant le changement de variable u = cos* on a * = arccos u et du = — sinxri* et on obtient 


cos* 


,1234 


sinxc/v = / u 


1234, 


— du) = — 


1 u m5 + c = - 1 


1235 


1235 


(cos *) 1235 + c 


Cette primitive est definie sur M. 

2 - Jmrx dx 


En posant le changement de variable u = In* on a * = expn et du = ^ on ecrit: 

[ —j—dx = I —= f -du = lnlnl +c = In |ln*| +c 
J *ln* J In* x J u 

Cette primitive est definie sur ]0,1 [ ou sur ]l,+°o[ (la constante peut etre differente pour chacun des 
intervalles). 


3- f 


-dx 


3+exp(—x) 1 

Soit le changement de variable u = exp*. Alors * = Inn et du = expxri* ce qui s’ecrit aussi dx = —. 
f 1 f 1 du 


-dx = 


3 +exp (-*)“" / 3 + 3 u 

Cette primitive est definie sur M. 

4- /■ 1 


1 1 1 

-- -du = -ln|3n + 1| +c = - In (3 exp* + 1) + c 

in d - 13 3 


\[bx 


fdx 


Le changement de variable a pour but de se ramener a quelque chose de connu. Ici nous avons une 
fraction avec une racine carree au denominateur et sous la racine un polynome de degre 2. Ce que l’on 
sait integrer c’est 


1 


vl —u 


-.du = arcsinu + c, 


car on connait la derivee de la fonction arcsin(t) c’est arcs in'/) = -4-^. On va done essayer de s’y 
ramener. Essayons d’ecrire ce qu’il y a sous la racine, 4* — * 2 sous la forme 1 —t 2 : 4* — * 2 = 4 — (* — 
2 ) 2 = 4 ^1 — (4* — l) 2 ^. Done il est naturel d’essayer le changement de variable u = \x— 1 pour lequel 
4* — * 2 = 4(1 — it 1 ) et dx = 2 du. 


\/4x — . 


-dx = 


\/4(l — M 2 ) 


2 du = 


du /I 

= = aresm u + c = aresm -* — 1 + c 

2 V 2 


y/l—u 


La fonction arcsinn est definie et derivable pour n e] — 1,1[ alors cette primitive est definie sur* E ]0,4[. 


Correction de l’exercice 7 ▲ 


1 - I 


x+2 

x 2 —3x —4 


dx 


Pour calculer cette integrate on decompose la fraction t2 // 2 _ 4 en elements simples, le denominateur 
n’etant pas ineductible. On sait que cette fraction rationnelle se decompose avec des denominateurs de 
degre 1 et des constantes aux numerateurs : 

* A 2 * -)- 2 


a [3 

+ ■ 


* 2 — 3* — 4 (* + 1) (* — 4) * + 1 * — 4 

II ne reste plus qu’a calculer a et /j il l’aide de votre methode favorite : 

* -{- 2 


+ 


* 2 — 3* — 4 * + 1 * — 4 


Chacune de ces fractions est du type 4 qui s’integre en ln|n|, d’oii : 


' x + 2 , 1 f 1 6 f 1 1, . ,. 6, . 

,- dx =— / -o*+- / - dx = —In *+ 1 + -In * — 4 \+c 

x 2 — 3* — 4 5 J * +1 5J x-4 5 1 5 1 


Cette primitive est definie sur M \ {—1,4} 
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2 - f 


x—1 


dx 


x 2 +x+l 

Le denominateur u = x 2 + x + 1 est irreductible, la fraction est done deja decomposee en elements 
simples. On fait apparaitre artifieiellement une fraction du type ^ qui s’integrera a l’aide du logarithme : 


x-1 _1 2x+ 1 3 1 

x 2 +x+\ 2x 2 +x+l 2x 2 +x+l 

Chacune de ces fractions s’integre, la premiere est du type — dont une primitive sera In \u\, la deuxieme 
sera du type yyyr dont une primitive est arctanv. 

En details cela donne : 


x-1 _ r 1 2x+ 1 3 f 1 

x 2 +x+l dX ~ ./ 2x 2 +x+\ X ~2 J x 2 +x+l 


dx 


- 2 [ ln l -^ 2 + x + !|] - 2 J J 


dx 


4! + (^(x+i 


1 

2 

1 

2 

1 

2 


[ln|x 2 +x + 1|] —2 J -1-^^dv 
[ln|x 2 +x + 1|] — \/3[arctanv] 


en posant v 


ln lx 2 + x + 11 — \/3 arctan 




+ c 


2 

7! 



Cette primitive est definie sur M. 

3. / sin 8 xcos 3 xdx 

Lorsque Ton a une fonction qui s’exprime comme un polynome (ou une fraction rationnelle), on peut 
tester un des changements de variable u = cosx, u = sinx ou u = tanx. Soit vous essayez les trois, 
soit vous appliquez les regies de Bioche. Ici, si l’on change x en n — x alors sin 8 xcos 3 xdx devient 
sin 8 (7T — x)cos 3 (7T — x)d(n — x) = sin 8 x(— cos 3 x)(— dx) = sin 8 xcos 3 xdx. Done le changement de va¬ 
riable adequat est u = sinx. 

Posons u = sinx, du = cos xdx. 


sin 8 xcos 3 xdx = 



sin 2 x)(cosxdx) 


x + c 


Cette primitive est definie sur M. 

4. f J—dx 

J sinx 

Comme sjn / ... (—dx) = yyy dx la regie de Bioche nous indique le changement de variable u = cosx. 
Done du = — sin xdx. 

Done 


1 f -1 

——dx = / —(— sinxdx) 
sinx J sin z x 

= / -— sinxdx) 

J 1 —cos z x 

r 1 

-du 


1 — u 2 


11 




On decompose cette fraction en elements simples : \ + jyzy,- Done 


—— dx = — - 
sini 2. 


- du — — 

I u 2 t 


1 — n 


-du 


= -^[ ln l * 1 +«l] -^[ ln |l-«l] 

= — - In 11 + cos*| — — In 11 — cos*| + c 
2 1 1 2 1 1 


Cette primitive est definie sur tout intervalle du type ]kn,(k + \)n[, k e Z. Elle peut se reecrire sous 
differentes formes : 

x 


f 1 1. 1 — cos* 

/ —— dx=-m -|-c = ln 

J sin* 2 1+cos* 

Un autre changement de variable possible aurait ete t = tan 


tan 


+ c 


5- I 


3—sinx 


: dx 


2cosx+3tanx 1 

La regie de Bioche nous indique le changement de variable u = sin*, du = cos xdx. 


3 — sin* 


2cos* + 3tan* 


dx = 


3 — sin* 


1 


2cos* + 3tan*cos* 

3 — sin* 

--- ——(cos xdx) 

2cos z * + 3sin* 


(cos*d*) 


3 — sin* 


2 — 2snr* + 3sin* 


(cos xdx) 


3 — u 


2 — 2 u 2 + 3 u 


du 


Occupons nous de la fraction que Ton reduit en elements simples : 


3 — u 

2 — 2u- + 3 u 


u — 3 

(;u — 2) (2n + 1) 


a p 

- 1 —-— 

u — 2 2m + 1 


On trouve a = — ^ et j8 = |. 
Ainsi 


3 — sin* 


2cos* + 3tan* 


dx = 


adu 
u — 2 


+ 


P du 
2m 1 


= ocln |m — 2 | + p In 12 u +1| +c 
1 , , 7 

= — - In 12 — sin*| + - In 11 + 2 sin*| + c 


Cette primitive est definie pour les * verifiant 1 +2 sin* > 0 done sur tout intervalle du type ] — f + 2kn. ^ + 2kn [, 

ke z. 


Correction de l’exercice 8 A 

n 

1. / 0 2 *sin xdx 
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Par integration par parties avec u = x, V = sinx : 


: Zt 

xsin xdx = uv 2 — 


u'v 


= [ — xcosxjj + J cos xdx 

r n 1 r i - 

= [ — xcosxJq + [sinxJJ 

= 0-0 + 1-0 

= 1 



Posons le changement de variable u = e x avec x = Inn et du = e x dx. La variable x varic dex = 0 ax = 1, 
done la variable u = e x vaiie de u = 1 a u = e. 


e x dx 
Ve x +l 


dx = 


du 


\iu I 


= [2Vu+l]\ 

= 2Ve + l-2V2 


3 - Jo' 

Posons le changement de vaiiable x = tan?, alors on adx = (1 + tan 2 ?)<:/+ / = arctanx et on sait aussi que 
1 + tan 2 1 = 1 , . Comme x varie dex = 0ax=l alors t doit varier de I = arctan 0 = 0 a t = arctan 1 = 

cos z f 


A) (1+X 2 ) 


dx = 


1 


'o (l+tan 2 ?) 2 
/•I dt 


(1 +tan 2 t)dt 


IQ 


1 + tan -1 


= / cos 2 tdt 


Jo 

u 

1 r 1 

212 


(cos(2 1) + 1 )dt 


sin(2?) +t 


Jo 


1 n 

= 4 + 8 


4- fo 1 


3.r+1 
[x+1) 2 


dx 


Commenqons par decomposer la fraction en elements simples : 


3x I (X j3 3 2 

(x+1) 2 X+l + {x+l) 2 X+I (x+1) 2 


ou Ton a trouve a = 3 et j3 = —2. La premiere est une integrate du type f - = [ln|n|] et la seconde 

J± = [-h ]• 
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■HS 



^ 3x+ \dx = 3[ l — dx-lf 1 — [ -^dx 


I o (x+l) J 


= 3 


x +1 


In |x+l 


Jo 


-2 


o (++1) 2 

1 1 1 


x + 1 -I o 


= 31n2 — 0 + 1-2 

= 31n2 — 1 


5. Notons I = fi (l + 4) arctanxdx. 

Posons le changement de variable u = j ct on a x = £, dx = — . Alors x variant de x = ^ a x = 2, u 

varie Ini dc « = 2 a u = 4 (l’ordre est important!). 


I = [ |l + -=-l arctanxdx 


[2 , 1 / du 

= [ 1 + u ) arctan --=- 

J 2 U \ U- 

r2 / \ \ i 

| — + 1 ) arctan -aw 

2 / 1 \ /7T \ , 1 7T 

— + 1 ) j — — arctan u du car arctan u + arctan - = — 
2 J u 2 

-4 + 1 ) du — [ (-L- + 1) arctan udu 

4 w 


7r 

/' 2 / 1 


/ — + 

“ 2 J 

4 V« 2 


l 

= — 

-1- n 

2 

u 

3tt 



-7 


-I 


Conclusion : I = =^. 


Correction de l’exercice 9 ▲ 


1. Notons / = f 0 2 1+ s inv dx. Le changement de variable t = tan | transforme toute fraction rationnelle de 
sinus et cosinus en une fraction rationnelle en t (que Ton sait resoudre !). 

En posant t = tan f onai= arctan 4 ainsi que les formules suivantes : 


cosx = 


1-t 2 

1+t 2 ’ 


21 21 2 dt 

sinx = -- tanx=-- dx=- -=■ 

\+t 2 1-t 2 1+t 2 


Ici, on a seulement a remplacer sinx. Comme x varie de x = 0 a x = | alors t = tan 2 varie de t = 0 a 
f = l. 


[7 1 N 1 2 dt 

Jo 1 + sinx Jo 1 + y^t 1+t 2 

' -2 1 1 
— = 1 

A + f Jo 
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2. Notons J = f 0 2 ^ x dx. Alors 


I + J 



1 

1 + sinx 


dx + 



sinx f 2 

- : —dx = / 

1 + sin* Jo 


1 + sinx 

- :—dx = 

1 + sinx 



r i - 
1 dx = \x\ 2 


n 

2 ' 


Donc/= §-/= f -1. 


Correction de I’exercice 10 ▲ 


1. (a) 


I n + 2 = / sin" +1 x- sinxr/x. 


En posant u(x) = sin" +1 x et v'(x) = sinx et en integrant par parties nous obtenons 


4+2 — 


• 12+1 

— cosjcsin x 


+ (n + l) cos 2 xsin"x(Jx 


Jo 


yt 

= 0 + (n + 1) / (1 — sin 2 x) sin"x<Jx 
Jo 

= (n + 1)4 — (« + 1)4+2- 


Done (n + 2)4+2 = (n + 1)4- Conclusion 


/,«= +4 

n + 2 

(b) Nous avons done une formule de recurrence pour /„ qui s’exprime en fonction de 4-2 qui a son tour 
s’exprime en fonction de 4-4* etc. On se ramene ainsi a P integrate de 4 (si « est pair) ou bien de !\ 
(si n est impair). Un petit calcul donne 4 = | et I\ = 1. Par recurrence nous avons done pour n pair : 


et pour n impair : 


4 = 


4 = 


l-3---(n —1) 7T 
2 • 4 ■ • •« 2’ 

2 • 4 •••(« — 1) 

1 • 3 • • • n 


(c) Pour calculer f_ 1 (l — x 2 )"dx nous allons nous ramener a une integrate de Wallis. Avec le change- 
ment de variable x = cosn, on montre assez facilement que : 


J (l — x 2 ydx = lj (l — x 2 )"<Jx 

/*0 ^ 

1/ (l— cos 2 u) (—sin udu) 


= 2 


= 2 


avec x = cos u 


sin 


2»+l 


udu 


= 21 


2 n+\ 


2. (a) Sur [0, 4] la fonction sinus est positive done 4 est positive. De plus, sur ce meme intervalle sinx + 1 
done (sinx) ,!+1 ^ (sinx)". Celaimplique 

K K 

4+i= / (sinx)" +1 <Jx^ / (sinx)"<J.x = 4- 
Jo Jo 
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(b) Comme (/„) est decroissante alors 4 +2 + 4+t 4 I n , en divisant le tout par I n > 0 nous obtenons 
Ij f^ 4 Ij j ± + 1. Mais nous avons deja calcule 4 L| i tend vers 1 quand n tend vers l’infini. 

Done -y-t tend vers +1 done /„ ~ 4+1 • 

*n 

3. (a) Nous allons calculer I n ■ 4+ \. Supposons par exemple que n est pair, alors par les formules obtenues 
precedemment : 


1 • 3 ■ • • (n — 1) 7C 2 ■ 4 • ■ ■ n n 1 
I n Xl n +1 = j X, - - = — X ——— . 

2 • 4 ■ • • n 2 1 • 3 • • • (n + 1) 2 n + 1 


Si n est impair nous obtenons la meme fraction. On en deduit que pour tout n : /„ • I n+ \ = 0 + | . . 
(b) Maintenant 


2 TC TC 

4=4- 4 ~ 4 • 4+i = —-- ~ 


2(« + l) 2n’ 


done 


4~a/^. 


(c) 


1 • 3 • • • (2n + 1) r ,,2 

9 7 V , = hn • ( 2/1 + 1 ) • - ~ 

2-4---(2«) 7r 


' (2 ,J + 1)' ~ ~ 2 
4// 7T 


Correction de l’exercice 11 ▲ 


1. Pour x > 0 on a -4- 4 x", done 


4 4 


f 1 x n dx = 

\ 1 

Jo 

n +1 


1 

n +1 


Done 4 ~> 0 lorsque « —> + 00 . 

2. 4 + 4 + i = J ( , x" y±^x = Jo 1 x' ! dx = 

3. Soit 5„ = 1 — 4 + 5 — 5 4-±4 = ^” =1 '—4— p ar i a question precedente nous avons S„ = (4 + 4) — 

(4+4)+ ( 4 + 4 )-± (4-t +4)- Mais d’autre part cette somrne etant telescopique cela conduit a 

/_1 \k+l 

S n = 4 + 4. Alors la limite de S n et done de Y!l=\ ~— { — (quand n -7 + 00 ) est 4 car I n —> 0. Un petit 
calcul montre que 4 = Jo 777 = In 2 . Done la sonime alternee des inverses des entiers converge vers 
In 2. 


Correction de l’exercice 12 ▲ 


La courbe d’equation y = x 2 /2 est une parabole, la courbe d’equation y = y4_j est une courbe en cloche. Des- 
sinez les deux graphes. Ces deux courbes delimitent une region dont nous allons calculer l’aire. Tout d’abord 
ces deux courbes s’intersectent aux points d’abscisses x = +1 et x = — 1 : cela se devine sur le graphique puis 
se verifie en resolvant l’equation 4 = 77 +■ 

Nous allons calculer deux aires : 

— L’aire de la region sous la parabole, au-dessus de l’axe des abscisses et entre les droites d’equation 
(x = — 1) et (x = +1). Alors 


,£+i = 


f +1 x2 

X 3 

/ — dx = 


1 -1 2 

~6 


+1 


1 

3' 


— L’aire de la region sous la cloche, au-dessus de l’axe des abscisses et entre les droites d’equation 
(x = — 1) et (x = +1). Alors 



2 —y dx = [arctanx] = 


n 

2 ' 
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L’aire si sous la cloche et au-dessus de la parabole vaut maintenant 


si = si> — si\ = — 

2 


1 

3' 


Correction de l’exercice 13 ▲ 

Calculons seulement un quart de l’aire : la partie du quadrant a ^ O.y ^ 0. Pour ce quadrant les points de 
l’ellipse ont une abscisse a qui verifie 0 ^ a ^ a. Et la relation ^ + p = 1 donne y = bJ 1 — p. 

Nous devons done calculer l’aire sous la courbe d’equation y = b\J 1 — K, au-dessus de l’axe des abscisses et 

entre les droites d’equations (a = 0 ) et (a = a ) (faites un dessin !). 

ra I ^ 2 " 

Cette aire vaut done : / b\ 1- ^dx. Nous allons calculer cette integrale a l’aide du changement de variable 

Jo V a- 

x = acosu qui donne dx = —asin udu. La variable a variant de a = 0 a a = a alors la nouvelle variable u varie 
du u = | (pour lequel on a bien a cos | = 0) a u = % (pour lequel on a bien ncosO = a). Autrement dit la 
fonction u 1 —> acosu est une bijection de [|,0] vers [ 0 ,o]. 


b\ /1 - ydx = / b\J 1 — cos 2 u(—asmudu) 


= / b sin u(—a sin udu) 


= ab sin - udu 


/ 0 


= ab 

= ab 


1 —cos (2 u) 


du 


u sin( 2 r<) 
2 4 


Jo 


nab 

~T~ 


en posant x = a cos u 


L’aire d’un quart d’ellipse est done 

Conclusion : l’aire d’une ellipse est nab, ou a et b sont les longueurs des demi-axes. Si a = b = r on retrouve 
que l’aire d’un disque de rayon r est nr 2 . 


Correction de l’exercice 14 ▲ 


1. Soit 


n— 1 


n— 1 


Un =n 


k =0 


k 2 + n 2 n^ ol + Q) 


k\2- 


En posant /(a) = -ppr nous venons d’ecrire la somme de Riemann correspondant a /] f (x)dx. Cette 
integrale se calcule facilement : 


La somme de Riemann u n convergeant vers f 0 f(x)dx nous venons de montrer que (u n ) converge vers 

n 

4" 
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1 


2. Soit v n 


ft (l + §)'\ notons 


n 

w n = In v n = Yj In 

k =l 



-Iln 


■ k= 1 



En posant g(x) = ln( 1 +x 2 ) nous reconnaissons la somme de Riemann correspondant a I = f Q l g(x)dx. 
Calculons cette integrate : 


/ = / g{x)dx= [ ln(l +x 2 )dx 

J o Jo 

i r i 2 x 

= [xin(i+x )] 0 -y o 

N l 

= ln2 —2/ 1-r-dx 

Jo 1 +* 2 

= In 2 — 2 [x — arctanx] * 

= ln2-2+|. 


par integration par parties 


Nous venons de prouver que w n = In v n converge vers 7 = ln2 — 2 + |, done v n = exp w n converge vers 
exp(ln2 — 2 + f) = 2e? -2 . Bilan (v„) a pour limite 2e?^ 2 . 
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